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Tal 


L'esposizione che segue è dedicata al problema dell'esistenza di una 
soluzione iorddientata supporto singolare in un semispazio, di un po 
linomio differenziale P(D) su R", D = (DD Dj i 9/08, 

j = 1,...,n, ed al problema con questo connesso, della suriettività di 
P(D) rispetto a certi spazi di Gevrey. 
Le notazioni saranno quelle abituali nella teoria delle equazioni a de- 


rivate parziali. Ci saranno utili inoltre alcuni spazi di funzioni e di 


ultradistribuzioni di cui riportiamo qui le principali proprietà. 


1. ESISTENZA DI UNA SOLUZIONE FONDAMENTALE CON SUPPORTO SINGOLARE CONTENUTO 
“IN UN SEMISPAZIO. 


1.1.ALCUNI SPAZI DI FUNZIONI E DI ULTRADISTRIBUZIONI. 
Se p > 0, 9 è un aperto di R‘ e c è un numero positivo,indichiamo con 
e (ps). lo spazio di Banach delle funzioni $€ C°(g) con valori comples 
si tali che 
21 101 |p® 
Ilell, Eb e sup F(p|a|+1) c |D 0 (x) | rat 
: aeZ+ XEQ 


ove T indica la funzione gamma di Eulero. Porremo poi 


Piga ML Noe 


IERI 


roma De MU 00,0)). 


SRO E; SO 
Se 3 Vv È È 
Le stesse notazioni useremo se peER sPr > 0, j = 1,...,3v, intendendo che 
nella definizione di || || figuri in tal caso T(<p,a>+1) in luogo di 


he 
T(p |a| +1). 
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0) 
Stay (2) che rm hanno la struttura di spazio lineare e di algebra 


rispetto alle operazioni di addizione, moltiplicazione per uno scalare e 


moltiplicazione ordinaria. Con la famiglia di seminorme | || 


(LETO 
c'>I0; 1° è uno spazio di Fréchet ed uno spazio di Montel separabile. 


È 1,7°99 


s2'CC2Q > 


Se p (2) coincide con lo spazio A(9) delle funzioni analitiche in 9 


(p) 


Vv Ù TINO ESCONO Vv agente 
e Y (R ) con lo spazio delle funzioni prolungabili in C con funzioni 


(p) 


‘intere. Inoltre A(£) è un sottospazio denso di y Cp SE 


(p) 


Ve cas ; 7 pat 5 
Con s (R ) indicheremo lo spazio di tutte le funzioni de CR) tali 


che per ogni intero non negativo k ed ogni c > 0 


ke ce Dil 
lél, 7 SUP sup (l+[x]) c I° Flat "691 < = - 
È ae Z) xe R% 
Con la famiglia di norme | È anche 569 (g”) è uno spazio di Fréchet ed 
se 


s°9) (g° 


uno spazio di Montel separabile. Inoltre l'immersione di ) nello 


a Vv d I: Do, Vv ‘ © 
spazio Y(R ) di tutte le funzioni C su R ea decrescenza rapida è con- 


569 (R%) c ROLE 


tinua e con immagine densa. Ovviamente 


(p) (p) 


Se p > 1 porremo Vo (ey). c'(a). Si può provare che per ogni 


ricoprimento aperto di 9 esiste una partizione dell'unità con funzioni di 


19 subordinata a tale ricoprimento. 


Ciò consente di sviluppare una teoria analoga e quella delle distribuzioni, 


(p) 
(0) 


partendo da y ‘(9) anzichè da c (a). Essendo inoltre l'immersione di 


(p) 
lo 
sere considerato come un sottospazio dello spazio y 


(p)' (p) 


Il duale y (Q) di y (9) può essere identificato con lo spazio degli 


' 
elementi di 4° (2) con supporto compatto. 


(9) in -C(9) continua e con immagine densa, lo spazio 9' (92) può es- 
O) 


O miri o. 
o (o) 


I=95 


0) 


deli d(x)dx, EE S vert”), 


: Piet, A ia 
La trasformazione di Fourier é$ +@(E) = J È 
R 


Ù -i< > 
si prolunga agli elementi ue si) (R) mediante la u + fi(E) = u(e bali di; )% 


n S : E È S Vv 
u(E) è una funzione che può essere prolungata con una funzione intera su CC; 


detta trasformata di Fourier-Laplace di u . Per la trasformata di Fourier- 


(p) (p)' 


i) 
Laplace di elementi di y (R‘) e di y (R ) vale un teorema analogo a 
(o) 
quello di Paley-Wiener-Schwartz. In particolare se K è un sottoinsieme con- 


3 v 
vesso e compatto di R ed 


Vv 
Hy(£) = supi<it > x HER è 
xEK 


a È » Vv o Ò 
si ha che: una funzione intera su C , (ct), è la trasformata di Fourier-Laplace 
di una funzione $@ exl9) (K) se e soltanto se per ogni s>0 esiste una costan- 
te c tale che 

Ss 


, 


1 
loco] < e Sxp(-slc/P+ a cin), geo”. 


Di più, la topologia in 19 è equivalente a quella determinata dalla fami- 
o 


glia di seminorme 


a l 
gi ae sferpestzl fe_ Hy(Imz)) lè()|} , s>o0. 
TEC 


L'applicazione $ + ) è inoltre un isomorfismo (algebrico e topologico) dello 


(p) 


spazio s (R”) sullo spazio (a) di tutte le funzioni vec (R') ta- 


° (0) 


li che per ogni intero non negativo m ed ogni s> 0 


Wlns 7 8% exp(s[e|/9 I I° y®| <=, 


m,S 
EER la <m 
dotato della topologia determinata scegliendo [ ] come seminorme. Gli spazi 
m, s 


569)" 8”) ed s' (R‘), duali di 59? (g*) ed s e), sono spazi di 
(p) (p) 


- 


L sortvartmo anche F$ in luogo di è . 
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Schwartz, completi e separabili e spazi di Montel. Entrambi hanno lo spazio 


S' delle distribuzioni temperate come sottospazio. La trasformata di Fourier 


LI 
ù, % di elementi lan e ve "io è definita dalle formule 
A A N DI (p) 
u(y) = u(V) |, FESG,) » V(9) = v(d), des  . 
t Ò a A da 4 x s (o) , 
L'applicazione u +u è un isomorfismo di s su “tì . 


Per maggiori dettagli sugli spazi introdotti qui sopra rimandiamo a [11], 45 


(25) + [83]. 


Se u è una distribuzione o una ultradistribuzione su un aperto acR e 

o € R°, 9; >0, j = 1,...,v, chiameremo o-supporto singolare di u e lo indi- 
cheremo con sing supp, U il più piccolo chiuso di ® al di fuori del quale 

u La nel caso analitico, ossia quando o è l'elemento di R° di componenti 
tutte eguali ad uno, scriveremo anche sing supp U od a.s.s.u in luogo di 
sing SUPPU ; sing suppu indicherà invece, come d'abitudine, il più piccolo 


chiuso di 2 al di fuori del quale u è C 


ESISTENZA DI UNA SOLUZIONE FONDAMENTALE CON o-SUPPORTO SINGOLARE CONTENUTO 
IN UN SEMISPAZIO. 


H , È 5 n n È n A A 
Sia H il semispazio di R, {xER, È > 0 } e sia P(D) un polinomio dif- 


n n 5 
ferenziale su R che scriveremo nella forma 


e =! 


P.(D' DD = a.(D')DI 
n J n 


ove UL j=1,...,m, indica un polinomio in D' =* (Da e++3Do 1) di grado 


m.. Si può provare il seguente risultato. 
J 


1.2.1 TEOREMA [10] . Se esistono k>1, p > 0'> 1, o >1 e due costanti po- 
2 Pet 


sitive c|?°) tali che P(D) soddisfi alla 


cersmert c_,|E'|>k, P(E',1) = 0 implicano 


(1°-2-19) 


1/0" 1 
tm 120, [e ]}/? oppure Imi <re,(|e'| fa +|Ret| on, 


(0) 2 
e) 


allora esiste una soluzione fondamentale E&€9D'(Riy ))e da ED) 
tale che, posto 0= Gola, ng 83) 


L n 
i) sing supp ECH; precisamente per ogni x € (H ed ogni a € 2, . 
lo 


|a|+ (RS 


(1.2.2) |D'E@)| < c . r(<o,a > +1) LA 


. 


ove c è una costante positiva ed a una costante non negativa; 

ii) supp ECH, quando tutte le radici dell'equazione in t : 
P(E',t) = 0 soddisfano, per |e']>k, alla prima delle diseguaglianze 
in (1270) 

iii) supp E C (R, quando tutte le radici dell'equazione int: 
P(E',t) = 0 soddisfano, per |e'| >k, alla seconda delle diseguaglianze 


Ln (241) 


1.2.2 OSSERVAZIONI. 


a) Dall'ipotesi (1.2.1) segue che 
se) 
la; (EH) | #0 wvse |a 


e =| 


(0) 
sai 3 7), 1 
e quindi, per un noto risultato esistono una costante positiva c ed un 
[e] 


numero reale y tali che 


ì 
si noti che se n=2 (ed i polinomi a, non sono tutti identicamente nulli) 
m 
esiste sempre un k>O0 per cui’ £ |a.(£')|f 0° se |e'|>k. 
jo ) 
DIE 
S1 veda [18] : 
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m 
I ela «E 
jo 3 v 


pe se |E'|>ktl. 


b) Se all'ipotesi su P(D) del Teorema 1.2.1 si sostituiscono le ipotesi 


più fontig 


(1.2.1') sro ped, 


(12.1) esistano costanti e,> 0, c,> 0, e! 


1 2 229 p > o'> 1, tali che 


“ll. 
(et, t) e R° xC, P(E',t) = 0 implicano 


dl 1/0' 
Im 1t>- e (1+]e'| lo, oppure Imt<- e. |e'| fa, e; A 


È (O) ' 
allora Ee9D'(R; s (Rs 39), ce d'a (2:52) vale cong = ipo”, 
n 
p= max (ut m.)/(m-j)> 1/0' , a = max (0,u), ove yu è un numero reale, 
osjen1 | 


esistente in virtù dell'ipotesi (1.2.1'), tale che 
tl rjyÈ Ul nol 
leceppze dale” è c'era 
m Do) 
c) I risultati precedenti valgono anche per p = +00 , ove si intenda di 


porre l/p = 0 e di sostituire psv) a) e D'(R; sy 


o) 
a 7 n nel 

rispettivamente con %'(R) e D'(RiA'(R_ )). 

d) Utilizzando opportuni spazi di distribuzioni generalizzate, l'esistenza 
di una soluzione fondamentale soddisfacente alle i), Pl) 110) stata 


provata in [40] anche quando ' P(D) soddisfi alla (1.2.1) con p e o' tali 


che! p, > (0% = (0), 


1.2.3. ESEMPI. 
a) Un esempio di operatori soddisfacenti alle (1.2.1') e (1.2.1") sono gli 


operatori che possono chiamarsi p-corretti (corretti quando p = + ® ) se- 


3) 


l'e 


condo Petrovskif rispetto al semispazio H . Per questi è an68!) 


si. 3 
iiidiaeiie Ba ia) a 
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vale sempre la prima delle diseguaglianze in (1.2.1"), onde supp ECH. 
Casi particolari di essi sono gli operatori p-iperbolici rispetto al 
vettore (0,...,0,1), studiati da E. Larsson [26] e gli operatori pa- 
rabolici nel senso di G.E. Silov. Per i primi si suppone che il vet- 
tore (0,...,0,1) sia non caratteristico. Per essi supp E è contenuto 
in un cono chiuso e convesso con vertice l'origine di Ir contenuto 
(tranne il suo vertice) nell'interno di H e contenente (0,...,0,1). 


Per i secondi si suppone che sia sempre 


Li 
ImT =eyle! puri c) A 


se P(E',t) = O . Per questi ultimi operatori valgono evidentemente risul 
tati come quelli del Teorema 1.2.1 con H sostituito da (n 3 dunque 
supp ECH e (1.2.2) vale per tutti gli x interni ad H. 

b) Si può provare che se (0, ...30,1) non è caratteristico per P(D) fe 


e P(D) soddisfa alla (215 con o' = es 1, allora esiste una costante 


positiva c tale che, indicata con La la parte principale di P, 


sil 
(E”,T)E Re x IC Pr (6 = 0 implicano 


(CR9253) 


Im1= 0 oppure |Im T | >c (|E'| + |Re Ela 


Viceversa, se P ha parte principale De soddisfacente ad (1.2.3), allora 
(0, ...,0,1) è non caratteristico per P e per delle costanti positive 


k,c, €, 


n-l 
(E',t) ER xC,|E'| > k, P(E',t) = 0 implicano 


1 
per (D/n 


|Ima | <="@ oppure | Im T | >e_Cle'| +|Re DE 


Il 


4) 


In tal caso è ovviamente na aride Tieni O) a 


I polinomi omogenei soddisfacenti a (1.2.3) si dicono, secondo una defini- 
zione di J. Fehrman [16] s ibridi iperbolico-ellittici rispetto al vetto 

re (0,...,0,1). La condizione (1.2.3) è evidentemente soddisfatta se La è 
ellittico, se La. è iperbolico rispetto al vettore (0,...,0,1) e se Prà è 
prodotto di polinomi così fatti. In particolare è soddisfatta da tutti i po 
linomi omogenei in due variabili, per i quali (0,...,0,1) non è caratteristico. 
Da Fehrman è provato inoltre che se po è iperbolico-ellittico rispetto al 


vettore (0,...,0,1), allora esiste un cono aperto V contenente (0,...,0,1) e 


di vertice l'origine, tale che se nevV 


n ? ; È 
EER, te R, PlE+ itn) = O implicano 


t = 0 oppure |t| > c(n)je] 


ove c(n) è una funzione positiva limitata sui compatti di V. ta soddisfa 
dunque ad una condizione come la (1.2.3) rispetto ad ogni vettore neV . 
Se (0,...,0,1) non è caratteristico per P e P soddisfa (1.2.1) conp=+@ 


e o'=c = 1, allora, come è provato da Fehrman, P_ha una soluzione fondamen- 
n 


tale analitica fuori del cono duale di V, ossia fuori del cono 


x n 
Vira fseRiaxy 22 0 Mia Va 


Lo stesso risultato dovrebbe valere se p < ©; in tal caso la soluzione fon- 
damentale di P dovrebbe appartenere a n td, anzichè a D'(R") come nel 
caso p= +, 

c) Se P soddisfa ad una condizione del tipo della (1.2.1) conp=+ © , e 
0',0, > 1 uniformemente rispetto a tutti i vettori n contenuti in un cono 
proprio aperto e convesso V di vertice l'origine e contenente (0,...,0,1), 


È 9 5) È È g 2 
allora sli può provare ) che esiste una soluzione fondamentale E di P che è 


Co) CO NR « « CORRI RIO * * 
C fuori di V , anzi, con procedimenti simili a quelli usati per provare 


Di scdaiOnineta [35] , L. Hormander [20] 


1=9. 


7) 


A x 3 6 è * 
il Teorema 1.2.1, si può provare Dole sing Suppa ECV.. 


1.2.4 COROLLARIO. Supposto che P(D) soddisfi alla (1.2.1), allora per ogni 
tan=l 

fe ER") con supp £CH esiste una soluzione u € 9D'(R; xl) (RE) 

dell'equazione P(D)u = £ con sing SUPP_ u. (GIA. 


Infatti, se E è la soluzione fondamentale di P(D) del Teorema 1.2.1 basta 


porre u = E « f. 


1.3.LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.2.1 è fondata sul seguente lemma 


1.3.1 LEMMA [10] . Se P(D) soddisfa alla (1.2.1), allora per ogni numero 


ha d n ù ò 
v E ]o,1 [ esiste una funzione v(x;v),x e R_, soluzione della equazione 


n/2 alan 


= 2 = 
tel gag re 


al 
P(D)u = Fà (e 
E 
tale che 
h p__D 
i) vec (R) 
ii) per ogni r>O0 esiste una costante c>0 indipendente da v tale che 


(p) 


el 
n (R° )) con supp d CK_= {x€ R°; |x' | Dx <ln) 


per ogni è ec (Riy 
o 


ed ogni s > cr+l 


8) 
mA A 
Pl Andiatinai <c {sup LA dx )] "ay sup [6(-,x )] K,,0 } 
En Xn 


iii) esistono costanti c'>0 ed a >O indipendenti da v tali che per ogni 
È n 
x € (H ed ogni a € 2, 


'|a|+1 -(n-1+a)o'-mo - <a,0> 
n 


Intv(x;v) | SG [ xr<a 102/61) xs | 
x n 


+ l(a/2+1)e 


|x'| (m+nta+|a|)/2 -x2/8v 
v eoLneno cs 


a) Si veda D.Mari [28] . 


Si noti che il Teorema 1.2.1 si può vedere come caso limite di quello qui 
descritto. 


8 A “i Li 
) Qui 8 pi 3x = J e deli, E UU, sx )dx". 
RR hi 


ove X ‘indica il massimo numero delle radici dell'equazione in t P(E',t)=0, 
soddisfacenti per |&'|> k, alla seconda delle diseguaglianze in (1.2.1). 


Dalla ii) di questo lemma segue che per una successione d * O+ il limite 


lim il v(x;v,) $(x)dx 
k ++ © RR 
(p) 


(e) 


esiste per ogni $ EC (Riv di. Posto allora 


(p) 


SO ia 


E($) = lim | voxiv,) d()dx, d e C'(Riy 
k ++ co RI S 


i Balze CAIO AZI cill 


e 


E(P(-D)é) = lim f P(D)v(x;v, )d(x)dx = (0). 
k+ + c .RI 


La (1.2.2) del Teorema 1.2.1 segue dalla iii) del lemma qui sopra. 


1.4.UN INDEBOLIMENTO DELLA CONDIZIONE (1.2.1). 
Si può osservare che la condizione (1.2.1) non è una condizione necessaria 
affinchè P(D) abbia una soluzione fondamentale E con sing SUPP, ECH. Per 
mostrare questo possiamo servirci delle considerazioni e di un esempio Li 
portati da L.Hormander in [19] s per mostrare che la condizione di corret- 
tezza di P(D) rispetto al semispazio H non è necessaria affinchè P abbia una 
soluzione fondamentale con supporto contenuto in H. 
Si comincia con l'osservare che se E è una soluzione fondamentale di P(D) con 
sing SUPP_ ECH e 60EC, allora ET gta è soluzione fondamentale 
dell'operatore P(D+8) ed è ancora sing supp Eg© H. 
Una condizione che possa essere necessaria affinchè P(D) abbia una soluzione 


fondamentale con supporto singolare contenuto in H, dovrà quindi essere sod- 
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disfatta da ogni polinomio P(D+8), 6 € C, una volta che si supponga sod- 
disfatta da P(D). Ciò tuttavia non accade per la condizione (1.2.1). 

Infatti l'operatore di SchrOdinger su Li P(D) = - pÎ + D, è tale che se 

P(E, 30) = 0, allora Imt= 0, qualunque sia EER P. soddisfa dunque ad 
(1.2.1) con p = + ® e quindi secondo il Teorema 1.2.1 ha una soluzione fon- 
damentale E e D'(R°) con supp ECH (è un operatore corretto secondo Petrovskii). 
E è quindi tale che sing supp E CH. Tuttavia scelto 6 = (i,0) l'operatore 


P(D+8) non soddisfa alla (1.2.1) per alcun p>1 e o' 


=c =l, poichè 

2 n 

P(E ti, 1) = 0 implica Imt= 26, e Ret sE, = dh 

D'altra parte, se ci si limita a soluzioni fondamentali con crescenza control- 


lata rispetto ad LIE vale il seguente risultato 


1.4.1 TEOREMA [44] . 


m : m 
r mil 
Sia P(D) = ) a.(D")D] e sia AS de 'er 0%; MErG»|iiona 
ai J n e 3] 
J530 j=0 
Dati p> 1 e c > 0 indichiamo con Z l'insieme di tutte le ultradistribu- 


(0) ma des 
s 


di a 
zioni ue 2D'(R; lot )) tali che 


1/2p 


exp(- c(1+|6']2) "Pa )ace',x )e #'(R°). 


Allora le seguenti proposizioni sono equivalenti: 


159) P(D) ha una soluzione fondamentale E € £ con supp E CH; 
PsC 


ii) P(D)u = f ha una soluzione u E £ con supp uCH, per ogni £E€ I 
Ps4 P3%4 
con supp £ CH; 


deg mal 5 n 
iii) (E',.T)Ee(R NA)XC, PE, t) = 0 implicano Imt È |A pati A 


Questo teorema, che estende un precedente risultato di A. Enqvist 15] rela- 

z SD) 7 d 

tivo al caso p = + ©, Ci CAM e ottenuto utilizzando il seguente lemma pro 
vato in [15] con l'aiuto del teorema di risoluzione delle singolarità di Hironaka, 


9 
dt veda anche R.B.Melrose [31] 


nella versione datane da M.F.Atiyah [3] 


1.4.2 LEMMA. Sia a un polinomio in v variabili con coefficienti complessi 
e sia A= f EER; a(E) = 0} . Allora esiste una costante positiva c ed un 
intero non negativo £ tale che 

sup lvco/ao)] ceci G+lzia* L [p°vo | ?an!/?, 

EERNA R” lal<t 
per ogni weY(R‘) tale che w/a sia limitato su R‘NA. 
Questo lemma ed i procedimenti utilizzati per provare il Teorema 1.2.1 con- 
sentono di provare che le conclusioni di questo teorema continuano a valere 
sotto ipotesi per P(D) più deboli di (1.2.1). 


Precisamente si può provare che 


1.4.3 TEOREMA [7] + Siano P(D) ed A come nel Teorema 1.4.1. Se esistono 


k>O0, p >o'> 1,0, >1 e due costanti positive c »C) tali che P(D) soddisfa 


l 
alla 
(ci - È 
CEL) E (RT A)x C, |E'|] > k, P(E',1) = 0 implicano 
(4:45) 
l 1/0! Il 
Imit>- Aa ‘e oppure Im t<- e, (1e'| Li +|Re t| ds 


!, nl 
allora esiste una soluzione fondamentale E E PASENE ce? )) di P(D) tale 
che sing supp ECHe valgono ancora le ii), iii) del Teorema 1.2.1. 


Se di più in luogo di (1.4.1) P(D) soddisfa alla 


(EU) LI val A)x C, P(E',t) = 0 implicano 


(1.4.1!) 
Ù L 
Imt 2 (1+|e' j/P) oppure Im t< "a |e' ad E° | Re 1| '°n4,) 


n =9 
con c. > max {[ cc, (4+|8*|°/8]° -|E'| },c,< 2 Co» allora E E Y 


e' e pel Reti 


al E A P 
Quando A Cc {£'E k° s|E'| < k} la prima parte di questo teorema fornisce 
il risultato del Teorema 1. 2.1. Come osservato più sopra ciò accade sempre 


se n=2. 


.ALCUNI PROBLEMI. 


1.5.1. CONDIZIONI NECESSARIE E SUFFICIENTI. 


a) Un primo problema è suggerito dal confronto fra il Teorema 1.4.3 ed il 


Teorema 1.4.1. La condizione (1.4.1') è anche necessaria affinchè esista 


una soluzione fondamentale E per P(D) tale che 


sing suppy ECH ed E E 2, per qualche c'> 0? 


Li 
sC 


b) In [19] Hormander prova il seguente risultato 


TEOREMA. Siano P(D) ed H come nel Teorema 1.4.1. Allora le seguenti con 

dizioni sono equivalenti: 

1°) P(D) ha una soluzione fondamentale di ordine finito, con supporto 
contenuto in H; 

ii) esistono costanti cy? O e c._eR tali che per ogni soluzione t(z') 


2 
dell'equazione P(7z',t) = 0 che sia analitica ( e ad un sol valore) 


Ù «el n 
in una sfera B inC con centro reale e raggio Ci 


supi ‘Tm me) > sec; 
" 2 
g'eB A 
iii) l'equazione P(D)u = £ ha una soluzione ue, (R ) con supporto in 


n 

H, per ogni £fE Qi R ) con supp £CH. 
E' possibile trovare una condizione necessaria e sufficiente affinchè P(D) 
abbia una soluzione fondamentale E inDr , O più in generale in uno spazio 


di ultradistribuzioni, tale che sing SUP, EC H? La stessa estensione del 


Teorema di Hormander al caso di soluzioni fondamentali ultradistribuzioni 
appare non immediata. Per le considerazioni svolte in 1.4 la condizione 
necessaria e sufficiente cercata dovrebbe essere invariante per traslazio 
ni complesse su P(D), come è la ii) del Teorema di Hormander enunciato 


qui sopra. 


1.5.2 ESISTENZA DI SOLUZIONI CON SUPPORTO SINGOLARE CONTENUTO IN H . 
Come estendere il risultato del Corollario 1.2.4, ossia quali condizioni, 
meno forti di quelle richieste da questo Corollario, si possono imporre 
a P(D) ed f affinchè esista una soluzione u dell'equazione P(D)u=f 
con sing supp_ u CH? Come casi particolari si dovrebbero ottenere la ii) 


del Teorema 1.4.1 e la iii)del Teorema di Hormander citato in 1.5.1 b). 


1.5.3. ESISTENZA DI UNA SOLUZIONE FONDAMENTALE CON SUPPORTO SINGOLARE FUORI 


DI UN CONO CONVESSO. 


Quali condizioni sono sufficienti affinchè, dato o > 1 ed un cono aperto e 


convesso V di vertice l'origine, P(D) abbia una soluzione fondamentale E con 


n n " cea î î 
sing supp EC R \V? Quali condizioni sono per questo necessarie? 
o) 


2. POLINOMI DIFFERENZIALI rÉ SURIETTIVI. 


2.1.I1 problema della suriettività di un operatore differenziale lineare a coef 
ficienti costanti P(D) su Ra rispetto a vari spazi di funzioni o di distri 
buzioni su un aperto 9 cr è stato studiato da vari autori a partire dal la- 
voro [27] di B.Malgrange. 
Ci limiteremo prevalentemente a considerare il caso in cui 9 = Ha 
Partiamo dall'osservare che mentre, come è ben oto, par ogni P(D) è 


(d) (d) 


P(D) CRE) = C°(R") e P(D) vl (R°) = y° (R°) , d > 1, lo stesso risulta- 


to non vale quando si consideri lo spazio Aa”) = rg) delle funzioni 
analitiche su RP, se n>?2. Più precisamente è stato provato che per ogni 
P(D) è ancora 

rim) deri) = Bay 1, 
mentre, se n>?2, esistono operatori P(D) e funzioni f analitiche in R° tali 


5 È ra 3 12 
che l'equazione P(D)u = f non ha alcuna soluzione analitica in RA Ù 


Si 
presenta quindi il problema di trovare condizioni necessarie, condizioni suf 


ficienti e possibilmente necessarie e sufficienti su P(D) affinchè risulti 


(al) P(D) | r°) =") 


e, più in generale, il problema di trovare condizioni su P(D) e su f € Pea”) 
affinchè esista uelt (R°) tale che P(D)u = f. 

Un risultato riguardante quest'ultimo problema è contenuto in [9] e. 

Una condizione sufficiente affinchè valga (2.1.1) è formulata da K.Andersson 


[1] . Un'altra condizione sufficiente è contenuta in [6] . Per enunciare ta- 


li condizioni richiamiamo alcune definizioni. 


TON. I 
Si veda per es. [37] 
ll - 
si veda |14] 
12), 2 3 
Si veda [14] , [12] , e [34]. 


13 n 
31 veda anche [6] , Teorema 4.4 e Corollario 4.5-* 


2.1.1 DEFINIZIONE [4] . Sia P un polinomio omogeneo in n variabili 
È (o) 05 Rae pi nn 
e sia € un suo vettore caratteristico reale, sia cioè E E ERO {0} 
(e) 53 fi . hprog a 0, È 
e P(E ) = 0. P si dice localmente iperbolico in & se esiste un vettore 


NER® \ {0}, un numero e > 0 ed un intorno U sg di ES in R° tali 
E 
EeU, » tecltl<e , P(E+ N) = 0 > Im =0. 
& 


che 


2.1.2 DEFINIZIONE (21] . Un polinomio omogeneo che sia localmente iperpo- 
lico in ogni suo vettore caratteristico reale si dice localmente iperbolico. 
Esempi di polinomi omogenei localmente iperbolici sono, oltre ai polinomi 
omogenei ellittici, a quelli iperbolici ed ai prodotti di questi, i polino- 
mi ibridi iperbolico-ellittici indicati in 1.2, i polinomi omogenei reali 
di tipo principale e tutti i polinomi omogenei in due variabili. 


Il risultato di Andersson citato sopra è il seguente 


2.1.3 TEOREMA [1] . Se P(D) ha parte principale localmente iperbolica, 
allora qualunque sia n è P(D)(t(R°) ="). 

Allo studio delle condizioni su P(D) affinchè si verifichi (2.1.1) è de- 
dicato un lavoro [21] di L. Hormander, ove più in generale si studia la 
suriettività di P(D) nello spazio CATE In tale lavoro si prova fra 


l'altro il seguente risultato. 


ì n 
2.1.4 TEOREMA [21] . Condizione necessaria e sufficiente affinchè P(D) @(r )> 
= A) è che esista una costante c tale che: per ogni funzione $ 


5 3 6 n 
plurisubarmonica in C 


a) @(z)< |c] Vzec'; (el 0 VEE R" tale che P_(E)*0 


implichi 
b) $(7) < clImz|Fze Cc tale che Pl0) 05 
ove con Pr si è indicata la parte principale di P(D). 


4 
di 0a anche EEU,o» ter, 0<|t |<e SP(E+itN) # 0. 


Per la sua analogia con casi classici, alla implicazione a) > b) è dato 
il nome di principio di Phragmén-Lindolòf. In [21] si danno alcune con- 
dizioni necessarie ed alcune condizioni sufficienti per il verificarsi 
di tale principio. In particolare si prova che esso vale se P ha parte 
principale Pri localmente iperbolica, ritrovando così il Teorema 2.1.3, 


ma che l'inverso vale soltanto se n<3. Vale dunque il 


n n - 

2.1.5 TEOREMA (21] . se n<3 e P(0)R(R") =®(R°), allora P ha parte 
principale localmente iperbolica. 

Si prova inoltre che a) non implica b) se la varietà caratteristica reale 


di P non ha dimensione n-l in ogni suo punto, ossia per il Teorema 


21. "che 


2.1.6 TEOREMA [21] +. Condizione necessaria affinchè riesca P(D)((R°) = 


= a) è che la varietà caratteristica reale di P ossia la varietà 
n 
{EER N{(0} ; P_l8) = (0) 


abbia in ogni suo punto dimensione eguale ad n-1 (eguale alla sua dimen- 
sione complessa). 

Questo risultato generalizza e chiarisce i controesempi al verificarsi di 
@.1.1), Andi'cati fm [14] 5 [12] 3 [34] , costituiti dall'operatore del ca- 
lore in a e dagli operatori 3°/0x2 + 92/9x3 » 9/9x] + i 3/3x9 , consi- 
derati come operatori in R3. E' ovvio inoltre che la condizione richiesta 
dal Teorema 2.1.6 è sempre soddisfatta se n=2. 

A mia conoscenza mancano risultati del tipo di quelli ora indicati quando 
si consideri il problema del verificarsi di 


(d) (d) 


°) = T (R°) con d> 1. 19) 


(2.1.2) PED). E 


15) 3 E à ; 
Il caso d e]o,1[ è studiato in [30] da A.Martineau. 


CIS 


(d) 


Se (2.1.2) si verifica diremo che P è r -suriettivo. 

Nelle righe che seguono è esposto un procedimento che consente di pro- 

vare condizioni sufficienti su P(D) affinchè si verifichi (2.1.2) per 
un assegnato d razionale e > 1 Do) Tale procedimento è uno sviluppo 
di quello che ha condotto a provare la (2.1.1) per n=2 in [14] » nonché 
i risultati di [9] 5; [10] è [6 ]per na 2. 

I risultati a cui si giunge sono ancora incompleti. Dal loro enunciato 

apparirà come le condizioni su P(D) che qui si richiedono affinchè, per 


(d) (4) (R2) 


n È n A 
opportune £ ET (R ), esista una soluzione in T della equa- 


zione P(D)u = f sono del tipo di quelle che assicurano la esistenza 

di soluzioni fondamentali per P(D) con d-supporto singolare contenu- 
to in un semispazio. 

Il procedimento sopra indicato si fonda da un lato su una formula di rap 
presentazione di una qualunque  f era mediante un opportuno nu- 
cleo G dipendente da un parametro e dall'altro sulla costruzione di una 


soluzione dell'equazione P(D)v = G, ove G, è un nucleo legato al nu- 


1 
cleo G. 


(9) (R2). 


UNA FORMULA DI RAPPRESENTAZIONE PER FUNZIONI IN Tr 
Sia d = r/s > 1, con r,s numeri interi positivi relativamente primi e sia 
n > 1 un numero naturale tale che n/2s + n/2r >. ll Ponramo 


3 2,8 i VA è n n 
Q(E,T) = (} E) +( 7), EER, TER 
j> h=l 


j=1 
+ da 
e sia E la distribuzione su RE p definita da 
too = 
-(n+f “VI T © pt 
(2.2.1) <E,g > = (27) Ca) Javf e ET) $(-E,-T)dE dt 19 € Co(R ). 
(o) preti 


Rinviamo per maggiori dettagli a [8] 


Questa distribuzione fornisce il nucleo mediante il quale si può rappre- 


(d) 


n È oe È s 5 
sentare una qualunque f € T (R ). Si utilizzano i seguenti lemmi. 


| 2.2.1 LEMMA. La distribuzione E definita da (2.2.1) è una soluzione 


fondamentale dell'operatore differenziale 


E 20is H 2° KG sta 
Ud CD) + (Da Di; 25 # o/2r 5 I 
_ is *) nel ‘h % 
Per uo er xt0,0)) risulta inoltre E(x,t) = J E(x,t;v)dv con 
(0) 
farsa) #1 le ET gt) E! poi Red (RD f(0,0)} ) ervale 


(GE,T) 


gono le seguenti maggiorazioni 


lal+]8]41 


[D'pfz(x,8) | Si r(dja|+|g|+ 1) - 


o tal 1-(n+|a|)/2s-(n+|B|])/2r 


n + 
per ogni (a,B)E SET s(x,t) eR x {(0,0)} , con c costante positiva; 
PI 


la|+1 


I'E(,t)| <c (t,K) M(da|+1), xeK, aeZ" , teR"\{0} , 


2 ZR s n saetta 
ove c(t,K) è positiva, dipende dal compatto KCR e con continuità da 


t e tende a + © per [t|+0; 


|DXE (x, 6) | < ell) r(|a|+1) , ter”, xeR"x {0} 


ove c(x) dipende con continuità da x e tende a +© per |x| + 0. 
È = È A È n È n 
Infine E è una funzione radiale di xER “{0} , per ogni teR ed una 


: £ î n È n - 
funzione radiale di CERN {0} , per ogni xER ed è 


a_B I n+n 
DIE (xt) EL, po lE ) se |a|/2s + |B|/2r < 1. 


na COMET 
[ 2.2.2 LEMMA. Sia n > 2r e siaweC gr? 1) tale che 


1220, 


sup J_{]om_,D_)w(x,t) + |} cID°w(x, 1) |+[DÎw(x,t)|)} dt < ©. 
Tm RE |a|<2s 1 È 


x ER 
|B|<2r 


Allora 
a) J LETO, DEI dz, (x,t)E RPS 


ntn 
R 


d 
2.2.3 LEMMA. Sia f € ré ) 


n D 
(R ) e Q(D 0.) l'operatore considerato nel 
x = 
n O D 
Lemma 2.2.1. Allora esiste un aperto ACR x R° e contenente l'insieme 


{(x,t) eR® x R°; t = 0 }ed una funzione ue ca (A) tale che 
n 


QD »D )u = (0) in A 
> iii pi cel 
2 
uit 0). REGGE) sr (Gate DE Rx RO 
Ù pe. 
D'u(x,t',0) = 0 (ti) RE 
Fi a 
»* MORI 4 
ovendtf,Gr,t")i = fi per (at) Rx R gi AE — (tp e0oot ). Di più 


nel 


Mele ee; 


n 
sette Ra, suit) e! T 
Ques'ultimo lemma è una conseguenza di un risultato provato da G. Talenti 
[36] e della ipoellitticità dell'operatore Q. 


Fondandosi sui lemmi precedenti si prova il seguente teorema. 


d 
LO) Sia fi € ré 3), d = r/s > 1, r,s interi positivi re- 


2.2.4 TEOREMA. 
lativamente primi, e sia $ una data funzione positiva e non crescente su R. 

È È io * È DOO 
Allora esiste una funzione 8g€C (R x R ) ed una funzione y positiva non cre 


(e*] 
scente e C suR tale che 


too 
(2.2.2) £(x) = | dy | G(x-y,0)g(y,0)do =, x eR", 
RI (0 


2 2 
supp g Cc {(y,o)eR"x R'; (rl )< o < 24 (|yl)}; 
too 


2 
J8(,0)| do <  #0|]y]) 
0 


Varie d=1 si veda [13] + 


ove G(x,0) = E(x,t) quando 
ed n 26 


Sia ora v_ _> 0e 
O) 


Vo 
G, (4,0) = | E(x, 


+ mo 
G, (x,9) = | 


Vo 


Poiché si prova facilmente 


DÎ 6, (x,0)| UE 


f 
si conclude che se $ è scelta in modo che | 
J 


£, (x) -[.®| 
R 


ove g è la funzione così indicata nel Teorema 2.2.4, appartiene a T 


(d) 


e quindi a y 
d 
gl ) 


che il problema di trovare una soluzione uEr 


P(D)u = 
(d) 


luzione U; (Si 


£ (8) = f(x) — £, (x) = 


IC 


[a]+ 


n a a 
(R ). Da questa osservazione, ricordando che y 


(R3) e che per ogni P(D) su R° è P(m)y È 


(®) della equazione P(D)u = 


lazilo 


|t| wo > 0, consE(,t)» data da 27215) 


t;v)| dv 3 xER, o > 0, 
lt|= 0 

t,v)| dv 3 xER", o >0 
|t|=o 


che esiste una costante positiva c tale che 


Ji n n 
r(|a|/2s + 1) , x ER, 0 > 0, aEZ, > 


2 
891 )dy < ®, la funzione 
R 
+ 
n 
G,(x — ys 9)g(y,0)do è, xER , 

o) 
1/2s, n 

(0) 


(4) (a) c 


Dig = Sr) segue 


(d) 


(0) dell'equazione 


d 
f, quando ser at): è ricondotto a quello di trovare una so- 


£, con 


(c) 


+ 
È 

n 
| _dy | G] (x-Y30)8(7,0)do, x ER, 
Ip? (o) 


g essendo la funzione che entra nella formula di rappresentazione di f 


data nel Teorema 2.2.4. 


USZA 


2.3. COSTRUZIONE DI UNA SOLUZIONE DELL'EQUAZIONE P(D)v = Gi, 


m 5 
2.3.1 TEOREMA. Sia P(D) = ) a. (DD, e sia d = r/s > 1, n>2r. 
v 2A 


j=0 
Supponiamo che esistano costanti k>1,p >d, Cg® 0, da O tali che 
-l 
(E',7) ER" xC,|E'|>k, P(E',1) = 0 implichino 
1 
(23519) Imma e, le] Li oppure Im t<- ce, (|e']+ mes 


Allora per ogni c>0 esiste una soluzione H( ,0) € co (R°) della equazio- 


ne P(D)v = 6, (439) tale che per ogni 025 


m+n+u n_ 
tw BR. 
1 c' - 
|PXH(x,0) | qaltl* e” lx] O) , lal rca]o]+1) “Sv . 
s 2Sp 2sp -2r 
=. (21 2 des) 2sp- S S 
Lust gs /(2r DC à n/r zl |) spl (25. 1)(2r-1) Tia 
qualunque sia x € R°, e 
|DYH(x,0) | < olal#1,e LI r(d|a|+1), 
per ogni xeR" con ES STO n° 1, ove c,c',c", © sono costanti 


positive indipendenti da x,0,0 e pu è un numero non negativo, esistente 
in conseguenza di (2.3.1), tale che 


m 
Rie ali 2 cz]e"| 


= 
»- |EL > si, 
con 3 costante positiva. 


Per la dimostrazione di questo teorema si fa uso del seguente lemma. 


| _ 2.3.2 LEMMA. Supponiamo che P(D), di ordine < M, soddisfi alle ipotesi 
del Teorema 2.3.1. Allora esiste v € ] 0,1 [ ed una funzione v(x;v),defini 
È a 


A n P 
ta inRx Jo,v I , tale che 
ol 


1323" 


07M 
i) v(*;5v) EC (R) ve Jo» 
= 2 
ii) P(D)v -F, (ele ) VE Jo E. 


iii) esistono costanti positive c,c',c",c' e yu > 0 indipendenti da 
6 22 


KsVzj@ tali che 


la]+1,c' |x| -(|a|+mtn+u)/2s 


Ip yv(x5v) | “ic r(|]a]/2s+1)v 


2sp/(2sp-1) sl (2sp-1), d esi ] 


* exp L6ce, |x_1) e"]x_|(1+]logv | 


n n 
per ogni xER , e 


clel# ALI -(|a|+m+n+u)/2s x 


|D}v(x;v) | Ss r(|]a|/2s+1)v 


1/(2s-1) -(|a|+mtn+y-1)d rc] 


“exp (628/010) 12] + ES a|d+1) val } 


A n 
per ogni xER Gon Ru 05 
n 


E n 
Il Teorema 2.3.1 si prova ponendo per xER , oc > 0 
Vo 


=ill 27: 
H(x,0) = ! v(xiv) # (exp(-v|t] IA | Jel=o dv 


ove v(x;v) è la funzione così indicata nel Lemma 2.3.2, e notando che 


per opportune costanti positive c,c' è 


|F (exp(- vlt|?5)) (e) | (SIE Pg ica exp[ Sag gg ] x 


1-24, 


2.4. ALCUNI RISULTATI. 18? 


+%0 
Ponendo u, (x) = / dy Jj H(x-y,0)g(y,c)do e ricordando quanto osservato 


Rn (o) 
alla fine del n. 2.2., si prova ora facilmente il seguente teorema. 
m . 
2.4.1. TEOREMA. Supponiamo che P(D) = } a; (0)D: soddisfi alla condizione 
d j=0 
(2:81 te; (ada EE r‘ 3), d= r/s > 1, tale che per una funzione è 


(ae 


positiva e non crescente su R con / e o(|y|Z)dy < ico? over ' è 


RD 
la costante così indicata nel Teorema 2.3.1, la corrispondente funzione 


g nella formula di rappresentazione (2.2.2) abbia 
n+l 
supp g C {(y;o)ER ;; LE) 3 ay FI 


ove c è una costante positiva ed h una funzione positiva e continua su 


d 
R, allora esiste ue n ) R3) tale che P(D)u = £. 


2.4.2 COROLLARIO. P(D) ed £f siano come nel Teorema 2.4.1, ove soltanto 
la condizione su supp g sia sostituita, con le notazioni del Teorema 


2.245, dalla 


1 
SUPpp g c{(y,0) e R°° sly] <cy_> w(|y]2) <'0 < 24 ([y13)} DO 


lO 


n 
con c costante > 1, allora esiste uE (R ) tale che P(D)u = f. 


A n 

2.4.3 TEOREMA [8] . Dati un polinomio differenziale P(D) su R_, n>2, ed 

un numero razionale d21 supponiamo che esista un numero finito di vet- 
lot E È 

tori ner NAO 0) = 15---_  (tal& che 


I) per ogni ji = limes 


EER, ter, |e- < E, N3> ni | Me B(E+ itNÌ) = 0 implichino 


j j 1/d 
t>- cc; lesse, nÎ > yi] !/P oppure t<- e | El . 


Lo) e il caso d=1 si veda [9] 5 [6] 


[525 


per delle costanti k>l1,p >d, c; 210 (CE Os 


2 
ii) esistano costanti La la gle tali che 
L 


EX to) e oa 
Ea 


vil. <a nÎ> } glo A DE 
d 
r0 3). 


n 
con d, = fyeR; 
d 
Allora P(D) ré  r°) = 
Per provare questo teorema si sceglie anzitutto la funzione $ del Teorema 
c' 
J Ò ly] 
RD 
indicata nel Teorema 2.3.1 e si considera una C°-partizione dell'unità 


2.2.4 in modo che $(|y|2)dy < ® , ove c' è la costante così 


PID! 
MEZZA, di R_, ove 


A, è una sfera aperta centrata nell'origine di R" e A 


{x.} , j = 0,.+..,f%, subordinta al ricoprimento {A;? d 
dl 

teo sono i 

coni aperti della condizione ii). Con le notazioni usate sopra si ha 


+00 


L 
dy J Gy) x;(M)8(y:0)do = È h, (0. 


£ (x) = ; 
n o j=0 


j R 
A ciascuna delle equazioni P(D)u = db, si applica poi il Teorema 2.4.1 dopo 


una rotazione che porti il vettore (0,...,0,1) sul vettore N] se “jelly. 50 


ed anche una traslazione se j=0. 


2.4.4 CASI PARTICOLARI. Qui sotto e nel seguito intenderemo che d sia un 
numero razionale. 

a) La condizione ii) del Teorema 2.4.3 è certamente soddisfatta se i vetto- 
Gi Ni per cui vale i) sono tali che ogni yer {o} si può scrivere come 
loro combinazione lineare a coefficienti non negativi. 

Essa è pure soddisfatta se esiste un cono proprio V di vertice l'origine, 
aperto e convesso tale che la condizione i) è soddisfatta per tutti gli 


NEVU(-V). 


I=@6. 


b) Le condizioni i) e ii) del Teorema 2.4.3 sono ovviamente soddisfatte 
se P è un polinomio d'-ipoellittico, con 1<d'<d, od un polinomio 
p-iperbolico con d< p < ©, rispetto ad un vettore N 15) e quindi 
rispetto ad ogni vettore contenuto in un opportuno cono aperto di verti- 
ce l'origine e contenente N o nel suo opposto. 

c) Tutti i polinomi con parte principale ibrida iperbolico-ellittica 
rispetto ad un vettore N e alle condizioni i) ed ii) con d=1. 
Da ciò segue che per tutti tali polinomi P, in particolare per tutti i po- 


linomi in due variabili, è PD) (R°) ="). 


d 
d) Sono T -suriettivi per ogni d >l tutti i polinomi ibridi iperbolico- 
ellitici considerati da Fehrman |1é] , poichè tali polinomi soddisfano 
alla condizione i) con p= + © e d = 1 rispetto a tutti i vettori NI 


contenuti in un cono aperto con vertice l'origine o nel suo opposto. 


e) Sono evidentemente O a tutti i polinomi che possono scri- 
versi come prodotti di polinomi dotati di questa proprietà. In particolare 
sono T s -suriettivi, per ogni d>1 tutti i polinomi omogenei in due va- 
riabili. 

f) Poichè, come si è già osservato in 1.2.3 b), ogni polinomio P. in due 
variabili ha parte principale ibrida iperbolico-ellittica rispetto ad un 

suo vettore non caratteristico N, esso soddisferà su) alla condizione i) del 
Teorema 2.4.3 con p = m/(m-1) e d=1, se m è l'ordine di P, qualunque 
siano gli ni contenuti in un opportuno cono aperto di vertice l'origine e 
contenente N, o nel suo opposto. Ciò prova che ogni polinomio P in due 


(d 


variabili di ordine m èT ehe per ogni del I, fu Se quin 


artt 


di supponiamo inoltre che P sia m/(m-1)-ipoellittico, un tale P sarà 
d È E 
r‘ slide rivi per ogni d>1. E' il caso dell'operatore del calore. 
Piotr Nati (0333051) s1 vede il=2.3 ca) 
20 
a Nast. (0); cri ,0,1) is vede: 1-23 ib) 
21) 


Sa veda 1.223 bi) 


COSÌo 


Ie7o 


g) Dato P(D) 


) @ sn e d=r/s, r>s, r, s interi positivi relativamente 
Gig a 
ini i = ( tl+ P = tati .. Si 
primi, sia m poterle lo | sa) e aa )} Ca E E 
o rja'|+s an =m 
può provare che se P soddisfa a (2.3.1) con p =éd, 6 > 1, e Pu a(0»1) #0, 
» 


allora 


il 
(23810) ARS xs Pr al(60) = 0 implicano 
» 


add 
Im 7>0 oppure Im1<- gle % 


Viceversa se P soddisfa a (2.3.1'), allora è Paga 0) # 0e vale (2.3.1) 
con p= md/(m-l). 

Si può anche mostrare che nel caso di polinomi in due variabili la (2.3.1') 
è soddisfatta se O, # O. Si conclude che se n=2 questa sola ipotesi 


su P, oltre a quella su f, sono sufficienti affinchè valgano le conclusioni 


del Teorema 2.4.1 e del Corollario 2.4.2. 
ULTERIORI RISULTATI 


a) Come si è accennato più sopra, Hormander prova in [21] anche che: se dest 
è aperto e convesso, allora una condizione necessaria e sufficiente affinchè 
sia P(D) 4 (9) =) è che per ogni compatto convesso K C 9 esista un al- 
tro compatto convesso K', con KCK'C 9, ed un é > O tale che ogni funzione 
plurisubarmonica é$ definita in c° che soddisfi alle 

d(c) < H, (Imc) +6 |r] se ze "sl 
$(E) < O se EER" e P_(£) = 0, 


soddisfi anche alla 


d(c) <H, (Im) se zec', P_l8) = 0. 


T=28% 


2 


b) In [22]è provato che se 2 è un aperto limitato e P-convesso di R, 


ossia tale che l'intersezione di ogni linea caratteristica di P(D) con 2 

è un intervallo, allora P(D) & (a) La o stesso risultato si trova 
in [38] nel caso in cui £ sia un qualunque aperto di R* In [39] si mostra 
inoltre che la P-convessità è, per un qualunque aperto ner, condizione 
necessaria affinchè sia P(D)A(2) = 0). 

c) I risultati di Hormander riportati più sopra sono stati estesi al caso 
dei sistemi sovradeterminati da A.Andreotti e M. Nacinovich fel Nel 

caso particolare di una sola equazione essi ottengono, come corollario dei 
loro risultati, che per ogni aperto convesso di r° e per ogni operatore P(D) 
a PM) A2) = a). 

d) Una formula di rappresentazione analoga alla (2.2.2) è stata provata in 
[41] e [42] per funzioni analitiche rispettivamente in un aperto limitato 

ed in un cono aperto e proprio di R°. La seconda di tali formule è stata 
utilizzata in [43] per mostrare l'esistenza di una soluzione analitica in un op 
portuno cono aperto, della equazione P(D)u = f quando P ha parte principa- 
le iperbolica. 

e) Risultati analoghi a quelli esposti nel n.2.4 si possono provare relati- 
vamente alla esistenza di soluzioni dell'equazione P(D)u = f negli spazi 


d 24 
r‘ GR, d= (A seed)» de razionali > 1. ) 


2.6.ALCUNI PROBLEMI. 


2.6.1 L'osservazione che le condizioni (2.3.1) e (1.2.1) con cseL=A coin 


cidono, induce a chiedersi se la conclusione del Teorema 2.4.1] continui a 
valere con ipotesi su P meno restrittive della (2.3.1),ma atte a garanti- 
re l'esistenza di una soluzione fondamentale per P con d-supporto singo- 


lare contenuto nel semispazio x >0. Da ciò anche l'interesse di studiare 
Sa 

22) 

23) 

24) 


Altre condizioni sufficienti affinché sia P(D)4(2)=0 (9) si trovano in [231] 
Si veda anche P.Miwa (32) . 


Si veda [29] Ò 


I-29. 


il problema indicato in 1.5.1 b). Un primo problema si presenta già nel 
provare se è possibile sostituire la condizione (2.3.1) con la condizione 
(bl). 

2.6.2 La condizione (2.3.1) con o' soi non implica che il vettore 
(0,...,0,1) sia non caratteristico per P. Analogamente la i) del Teorema 
2.4.3 con o! "aa non implica che i vettori y] siano non caratteristici 
per P. Non è provato che ogni polinomio soddisfacente alle i), ii) del 
Teorema 2.4.3 con o'=o_ 71 sia localmente iperbolico; né che esista un po- 
linomio non localmente iperbolico soddisfacente a tali condizioni. 

Un risultato più generale di quello del Teorema 2.4.3 si dovrebbe ottenere 
sostituendo in i) alle condizioni di tipo (2.3.1) rispetto ai vettori NI, 
condizioni che assicurino l'esistenza di una soluzione della equazione 


(d) 


P(d)v = G appartenente a TUT in un cono aperto e convesso V di vertice 


di 
l'origine. Tali condizioni dovrebbero essere del tipo di quelle a cui si è 
accennato in 1.5.3 °° 
2.6.3 Resta aperto il problema di trovare condizioni necessarie e sufficien- 
ti affinchè P(D)4 (R°) ="), quando n>3. E' chiaro infatti che ogni po- 
linomio prodotto di polinomi soddisfacenti (2.1.1) ancora soddisfa (2.1.1). 
Se n>3 vi sono tuttavia polinomi prodotto di polinomi (omogenei) localmente 
iperbolici, e per i quali dunque vale (2.1.1), che non sono localmente iper- 
bolici. Ciò accade per esempio se P(E) = ci-55 = IG + -e ) è consi- 
derato come polinomio in n>3 variabili. 

A questo proposito sembra utile osservare che se per un polinomio P(D) vale 
(2.1.1), lo stesso deve accadere per ogni polinomio P(D+9) qualunque sia 


n 
8 EC . Le condizioni necessarie affinchè valga (2.1.1), espresse mediante gli 


zeri di P, dovranno quindi essere invarianti per traslazione complessa di P. 


25) o 
Per d=1 si veda K.G.Andersson [1] ‘ 


T=30/. 


Ciò effettivamente accade per le condizioni indicate nei Teoremi 2.1.4 e 
2.1.6, tenuto conto che P(D) e P(D+8) hanno la stessa parte principale. 

La stessa osservazione vale per le condizioni affinchè valga (2.1.2). 

2.6.4 Le condizioni su f formulate nel Teorema 2.4.1 e nel Corollario 

2.4.2 dovrebbero essere espresse in modo indipendente dalla formula di rap- 
presentazione (2.2.2). Si noti che, quando d=1, se f si può prolungare 

con una funzione s° olomorfa in un aperto acc! tale che, per una costante 
positiva c, PE {2 ec", |Imz| < c} c A, allora qualunque sia P(D) esiste 

uc Ge") tale che P(D)u = f. 

Ciò segue dal fatto che, come conseguenza di un teorema di Malgrange, 

è P(D) H(A_) = H(A_)» H(A_) indicando lo spazio delle funzioni olomorfe in Ac 
Una migliore formulazione delle condizioni indicate su f potrebbe anche otte 


nersi una volta migliorata opportunamente la formula di rappresentazione 


22). 

2.6.5 Manca un esempio, analogo a quelli considerati in [34] quando d=1, di 
d n 

un polinomio P per cui esistano fE r° KR ), d > 1, in corrispondenza alle 


(d) 


5 " n = 
quali non esiste alcuna u ET (R ) con P(D)u = f. Un tale esempio, sulla 
cui esistenza ci sono attualmente a mia conoscenza soltanto delle congettu- 


re, fornirebbe chiarimenti su eventuali condizioni necessarie su P(D) af- 


(d) 


di n 
(R®) = T (R ), quando d> l. Una scelta alternativa sa- 


(d) 


finchè sia P(D) T 
rebbe quella di cercare di provare che per ogni P(D) è sempre P.(D) Tr (°)= 
aa. 

2.6.6 Quando n=2 appare plausibile che per ogni d>l1 ed ogni P(D) si abbia 
P(D) rd = 1) a°). Ma questo risultato non è stato, a mia conoscenza 
ancora provato, anche se il Teorema 2.4.3 fornisce il risultato cercato per 


ampie classi di polinomi. 


SE: veda 27) è 


T=3dh 


2.6.7 Il problema formulato in 2.6.6 si può vedere come caso particolare 


di quello di provare che 


(d) (d) 


PD) AR") = Ae) > Po) 1° (8°) e 1° (85) 3 dl 


o più in generale che 


alati pla”) 


P(D) T (1) 


(d) 


R°) = PI) Boy RR) Papa 


Tali implicazioni dovrebbero valere anche se in luogo di.R si considera 


> JD Sn: 
un aperto convesso di R o forse un qualunque aperto di R_. 


2.6.8 I risultati elencati in 2.4 sono limitati al caso in cui d sia un 


numero razionale. Ciò è dovuto al metodo usato per la loro dimostrazione 


(d) 


(soprattutto alla formula di rappresentazione usata per le f ET 3) 


od anche a ragioni intrinseche al problema? Si possono provare risultati 


pe 


Ò a ni È È n Ò , 
sulla suriettività di un dato P(D) in spazi (R ) con d irrazionale 


o, più in generale, in spazi di funzioni non quasi analitiche diversi da- 


gli spazi di Gevrey? 


2.6.9 Manca qualunque risultato, parallelo a quelli di Kawai [22] ed Hor- 


d 
mander [21] nel caso d=1, relativo alla esistenza di soluzioni ver ) 


(9), 
d 
d >1, di una data equazione P(D)u = f con f£ € ré a, quando 2 è un aper 


Lan 
to, eventualmente convesso, di R_. 


2.6.10 Riguardo al problema indicato in 2.6.9 sarebbe interessante fornire, 


(d) 


anche nel caso d=1, condizioni esplicite su P(D), affinchè sia P(D) T (2)= 
d 
np  , quando è un assegnato semispazio. Non sembra che tali condizioni 


si possano ottenere, quando d=1l, utilizzando la condizione necessaria e suf- 


ficiente di Hormander [21] , indicata in 2.5. a). 


2.6.11 Un problema più generale è quello di connettere risultati di esisten- 


za di soluzioni in rid) 


(2) di P(D)u = f, Con risultati di propagazione di 
singolarità per soluzioni della stessa equazione, anzichè con proprietà alge- 


briche, forse difficilmente formulabili, del polinomio P. 


2325 


3. CONNESSIONI CON I SISTEMI SOVRADETERMINATI. 


P n k è 7 a 5 A n+tl 
3.1 Dato P(D) inR e d=r/s > 1, si consideri un polinomio Q0;D,) in R 


che sia quasi-ellittico di indici r/s rispetto ad x ed l rispetto at . 
$ x ; oO IR È o ent. 
Sia poi w una data funzione definita in un intorno in R di un assegnato 


n È x 
aperto QCR . Il sistema sovradeterminato 


P(D)v = w 
(3:11) 
QD, D )V = 0 


ò À 3 Dil +. 
avrà soluzione in un intorno U CR di £ soltanto se 


(B.12) Q0,pw=0 in, 


dsil 
onde dovrà essere w E ré 3 ) m. 


: È ; d d 
Supponiamo che P(D) ed 9 siano tali che P(D) s (9) “IT (2) e che w. sod- 


disfi alla (3.1.2). Se m è l'ordine di Q rispetto a t poniamo 


£ (x) = w(x,0), f.(x) =) w(x,0) , j=1,...,m1, x€9, 
(o) | Le 


( 


d 
e sano: UL, le soluzioni in T DCS delle equazioni P(D)u = i Un 
lo) 


ml 
teorema di Talenti 27) assicura poi che esiste una ed una sola soluzione 


#1 
(41) 9), U' intorno di Q in Fai , del problema 


VIGLI 
QD )v = 0,21v(x,0) = ari s Ji 0; rl, FELL. 


Per questa v risulta 
Q(0,D,) (P(D)v) = 0 (EU 
2) EMv(x,0) D o, =31%(x,0), Xen, 0 0g ir 


e quindi P(D)v = w in UnU', per l'unicità di soluzione del problema in- 


d,l) È Sala - A : : 
dicato sopra in r È ?*. La funzione v è quindi soluzione in un intorno di 


dia [36] . 


+1 - 
9 in R° del sistema Gala19c 
d 
D'altra parte data f£ET (Q), il citato teorema di Talenti assicura che in 


n) logi Ù 
un intorno Uin Re di qa esiste una w tale che 
Q(D,D.)u = 0, w(x,0) = £(x), 2% (x,0) = xd; je, 


Se in corrispondenza a tale w il sistema (3.1.1) ha una soluzione v, 


(d,1) 


n+l 
necessariamente appartenente a T s in un intorno inR di 9, allora 
la funzione u(x) = v(x,0) è soluzione dell'equazione P(D)u = f(x) ,x €92. 
Abbiamo dunque anche per d > lil seguente risultato esposto in [5] quan 


do d=1. 


3.1.1 TEOREMA. Sia P(D) un polinomio differenziale su Ri Q un aperto 


n n = 5) Ò ù d 
di R e d un numero razionale > 1. Sia poi Q(D,D ) un polinomio diffe- 


A n+l n DIN (d) d 
renziale su R , (d,l)-quasi-ellittico. Allora, se P(D) T (Q)= FT (2) 
+1 
esiste per ogni ‘w soddisfacente (3.1.2) in un intorno di ® in R° s un 
3 E ; +1 d,l E E È 
intorno V di £Q in R ed una v E r‘ i ww soluzione di (3.1.1) inV. 


Viceversa se per ogni w soddisfacente (3.1.2) il sistema (3.1.1) ammet- 


(d) 


È A a ; Dkl ss 3 
te una soluzione v in un intorno in R di :9)., «allora e BD) T (2)= 


ri 0. 
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